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QUESTIONS D'EXISTENCE DE YARIÉTÉS ALGÉBRIQUES
 

PAR 

M. Carlo Felice MANARA (Milan) 

Cette conférence voudrait etre une revue rapide des questions 
variées qui intéressent l'existence de variétés algébriques, des 
méthodes qui ont été appliquées pour résoudre de telles questions 
et des différents problèmes qui restent encore ouverts dans cet 
ordre d'idées. 

Dans la première partie, nous nous occuperons des questions 
qui regardent l'existence de courbes algébriques planes, dans la 
seconde de questions qui regardent les plans multiples, dans la 
troisième de questions qui regardent les espaces multiples et les 
variétés multiples non linéaires. 

PREMIÈRE PARTIE - COURBES ALGÉBRIQUES PLANES 

Les questions d'existence concernant les courbes algébriques 
planes sont comme on sait celles qui se sont présentées avant 
toutes les autres dans l'ordre historique. Avant de poursuivre notre 
exposé, nous avertirons que dans la suite quand nous parlerons 
sans précision ultérieure de «courbe» nous entendrons parler de 
«courbe algébrique piane» laquelle sera aussi supposée irréductible, 
sauf avis contraire explicite. En outre, quand nous parlerons de 
«singularités» d'une courbe nous entendrons parler de celles qui 
viennent généralement désignées sous le nom de «singularités 
élémentaires», c'est-à-dire des nodes isolés et des cuspides; ceux-ci 
sont en effet les cas qui intéressent le plus pour les liens que les 
problèmes regardant les courbes ayant des singularités élémentaires 
présentent avec d'autres problèmes dont nous parlerons dans la 
suite. 
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Comme on le sait, les caractères numériques qui sont habituel­
lement appelés «caractères pliickériens» (ordre et classe, nombre 
des nodes et nombre des tangentes doubles, nombre des cuspides 
et nombre des tangentes d'infiexion) sont représentés par des 
nombres entiers non négatifs. 

Il apparait toutefois immédiatement que l'existence de six 
nombres entiers non négatifs qui satisfont aux relations habituel­
lement indiquées comme «formules de Pliicker» n'est pas suffi­
sante pour garantir l'existence d'une (au moins) courbe algébrique 
irréductible qui les admette comme caractères pliickériens [3.2 ­
Livre Il, § 21] ('). 

On cOmIait des démonstrations variées de non existence de 
courbes ayant certains caractères pliickériens; quelques-unes de 
celles-ci ne sont pas valables parce que les courbes correspondantes 
ont été construites par des méthodes variées et qu'il en a été dé­
montré l'irréductibilité. 

Toutefois, le défaut de quelques-unes de ces démonstrations 
ne supprime pas l'existence du problème de garantir l'existence 
effective d'une courbe ayant certains caractères pliickériens et 
l'utilité d'imaginer des méthodes pour établir l'existence de classes 
de courbes, les plus amples possible. 

Il est à peine nécessaire d'observer que ce problème d'exis­
tence est bien différent de celui qui est résolu par le théorème de 
Riemann, qui assure l'existence d'une (au moins) fonction algé­
brique y(x) de la variable indépendante x pour laquelle ont été 
assignés certains points critiques (en nombre pair) dans le plan­
sphère II. de la variable complexe x. 

Les méthodes qui ont été imaginées pour résoudre le problème 
qui nous intéresse sont substentiellement classées sous deux grandes 
catégories ; méthodes algébriques et méthodes topologiques. 

Nous pouvons affirmer que les méthodes du premier type 
(algébriques) sont historiquement les plus anciennes; parce qu'on 
est conduit à compter les conditions qui sont imposées aux coeffi­
cients d'une courbe quand on prescrit qu'elle doive posséder 
certaines singularités élémentaires déterminées. Les difficultés que 
l'on rencontre dans celte voie sont bien connues et nous nous bor­
nerons à en donner ici un bref aperçu. 

(1) Les indications écrites entre crochets se réfèrent à !'indice bibliogra­
phique se trouvant à la fin de cet exposé. 
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Avant tout, il apparait nécessaire de garantir que les condi· 
tions que l'on impose sont effectivement indépendantes, et dans le 
cas contraire, examiner combien, et lesquelles sont indépendantes. 
Le doute que les conditions imposées à une courbe d'un ordre 
donné par l'imposition de posséder certaines singularités ne soient 
pas toutes indépendantes s'était déjà présenté à l'occasion des 
premières critiques qui furent avancées à l'affirmation du fait que 
le système de toutes les courbes d'ordre n douées de a nodes et 
de k cuspides avait la dimension effective : 

tn(n + 3)-a-2k. 

Ce doute a été transformé en certitude par la construction faite 
par B. SEGRE [10.1] de systèmes de courbes planes dont la série 
caractéristique est spéciale et pour lesquels pourtant les conditions 
en question ne sont pas toutes indépendantes. 

D'autre part, mème quand on suppose résolue la question 
précédente concernant l'indépendance ou non des conditions qui 
viennent imposées aux courbes d'avoir certaines singularités, il 
reste à résoudre la question, aussi importante, de compter combien 
il y a de systèmes distincts de courbes satisfaisant aux conditions 
et si la courbe générique d'un de ces systèmes est irréductible ou non. 

Un exemple élémentaire c1assique des phénomènes qui inter· 
viennent quand on impose certaines singularités à des courbes d'un 
ordre donné est fourni par les courbes du quatrième ordre avec 
trois nodes, lesquelles, comme on sait, se distribuent en deux systè· 
mes ayant la méme dimension : celui des courbes rationnelles 
irréductibles du quatrième ordre et celui des courbes dégénérées 
en une droite et en une courbe du troisième ordre. 

Un autre exemple classique est celui des courbes d'ordre six 
avec six cuspides, qui se distribuent (au moins) en deux systèmes : 
celui formé des courbes dont les six cuspides sont sur une meme 
conique et celui (non vide) des courbes restantes. 

La théorie définitive des questions d'existence des courbes d'un 
ordre donné ayant seulement des nodes et l'analyse des systèmes 
relatifs a été faite par SEVERI [11.2]. Il reste toutefois beaucoup de 
questions difficiles non résolues quand on traite de courbes douées 
de cuspides. Dans cet ordre de questions la construction de courbes 
irréductibles à partir de courbes limites réductibles de telle sorte 
qu'elles possèdent des parties doubles ou multiples présente de 
grosses difficultés. 
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L'analyse des modalités de dégénérescence de l'enveloppe d'une 
courbe qui en variant vient à se décomposer en cantenant des 
parties doubles montre qu'il se présente des phénomènes topolo­
giques dont il faut tenir compte quand on veut exécuter le passage 
inverse [1.11, 5.5]. 

D'autres méthades pour résoudre les problèmes qui nous 
intéressent ici sont celles de caractère topoJogique; de telles métho­
des se rattachent substantiellement au concept de «tresse caracté­
ristique» d'une courbe algébrique introduit par CHISINI [1.1] et qu'i! 
a utilisé systématiquement pour la résolution de problèmes fonda­
mentaux dans cet ardre d'idées. 

Il ne nous est pas possible de traiter ici l'argument d'une 
manière détaillée; nous renverrons pour cela à la conférence [1.9] 
que CHISINI lui-meme a faite à Liège, à l'occasion du deuxième 
Colloque de Géométrie algébrique. Naus nous limiterons ici à 
quelques brèves indications que nous espérans suflisantes pour que 
èe qui suit soit intelligible. 

Considérons une fonctlon algébrique 

y ~ y(x) 

de la variable indépendante x, définie implicitement par une équa­
tian algébrique 

(I) j(x, y) = 0, 

en supposant que la eourbe j représentée par l'équation (I) sait 
d'ardre Il, irréduetible et disposée d'une manière générique par 
rappart aux axes de coordannées et en partieulier qu'elle ne passe 
pas par le point à l'infini sur l'axe des y. Fixons un point Xo du 
pian IIa de la variable complexe x, qui soit l'image d'une valeur 
Xo pour laquelle l'équation 

f(xo, y) = ° 
ait des racines tautes distinctes. Cansidérons ensuite les /Il points 
qui san! indices des valeurs 

(2) Xl, X2, X3, •.. , Xm 

ehaeun desquels est abseisse d'un paint singulier de la courbe j 
représentée par (I) au est point eritique paur la fonetion algébrique 
y(x) définie par (I). Fixons maintenant un système de laeets 

(3) 

ne se reneontrant pas, chacun desquels part du paint .\"0 entourant 
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une seule fois un des points (2). Supposons d'assigner la variable x 
comme fonction régulière d'une variable réelle t de manière que 
le point 

x = x(t) 

décrive le système de lacets (3). En méme temps, supposons que 
le plan-sphère Ila de la variable complexe y se meuve dans l'espace 
d'un mouvement régulier en fonction de t, par exemple en se 
maintenant toujours parallèle à un pian donné. 

Les points 

(4) Y1 (t), Y2 (t), Y3(1), ... , Ym (I) 

du pIan Ila qui sont images des racines de l'équation 

f[x(t), y] = O, 

se meuvent dans l'espace décrivant un système de n lignes régu­
lières, distinctes en m sections, chacune desquelles correspond à 
un des lacets (3). 

Ce complexe de lignes, qui pour les besoins de l'analyse qui 
nous intéresse, peuvent etre soumises à des homéomorphismes de 
l'espace ambiant et matérialisées par des fils, constitue ce que l'on 
appelle la « tresse caractéristique» de la courbe, en relation avec 
le système de lacets (3) fixé. 

On voit immédiatement qu'à chacun des lacets (3) correspond 
une torsion déterminée de la tresse, torsion qui est caractérisée par 
la nature du point singulier (pour la courbe ou pour la fonction 
algébrique y(x)) dont l'abscisse a été entourée par le lacel. 

Quand le point x(t) retourne à la position xo, après avoir 
décrit un lacet, le système des points (4) retourne en lui-méme, 
sans que nécessairement tous les points retournent à leurs positions 
initiales. Quand le point x(t) a épuisé le parcours de tous les lacets 
(3), chacun des points (4) est retourné dans le pIan Ila en sa posi­
tion initiale et a décrit un fil qui s'est entortillé une seule fois 
autour de chacun des autres. 

En relation à la tresse caractéristique, CH/SINI a démontré 
en 1954 [I. \OJ une théorème fondamental, qui affirme l'existence de 
chaque courbe algébrique dont on sait construire la tresse caracté­
ristique (par exempie à partir d'une forme canonique) pourvu 
qu'entre les caractères pliickériens de la courbe subsiste la relation 

<5 + 2k < t n(n + 3) - 3. 
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La démonstration de ce théorème a été obtenue par CHISINI 
par l'introduction de la «tresse amplifìée», c'est-à-dire de la tresse 
représentative de la fonction algébrique 

y = y(x) 

ayant n déterminations, définie par une courbe C: d'ordre n + r 
ayant le point à l'infini de l'axe des y multiple d 'ordre r; après 
avoir introduit le concept de «tresse amplifiée» CHISINI a ensuite 
fait voir par une analyse délicate (que nous ne pouvons reproduire 
ici) que la tresse de la fonction algébrique j(x) peut etre modifiée 
par continuité jusqu'à la faire représenter la tresse d'une courbe 
décomposée en r droites passant par le point à l'infini de l'axe des 
y et en une courbe résiduelle irréductible d'ordre n ayant les pro­
priétés et les singularités qui correspondent aux torsions de chaque 
fil de la tresse. 

Ce résultat, de caractère intégral, complète en un certain sens 
d'autres résultats de caractère local [1.8] déjà obtenu par CHISINI 
lui-meme (et déjà exposés par lui) et permet d'appliquer ces mé­
thodes topologìques à la démonstration de l'existence de courbes 
planes ayant des caractères donnés. 

Son utilité réside non seulement dans la possibilité de garantir 
l'existence des courbes, mais dans celle de pouvoir étudier, par ces 
moyens, les propriétés du pIan complexe S, duquel a été supprimé 
l'ensemble des points appartenant à la riemannienne R d'une 
courbe algébrique. 

Lorsque le nombre des déterminations de la fonction algébri­
que devient un peu élevé, les modèles matériels et les dessins 
deviennenl difficilement maniables, mais il a été possible de con­
struire une «algèbre des tresses» [2] qui a permis d'utiliser ces mé­
thodes jusqu'à atteindre les résultats les plus intéressants dans cet 
ordre d'idées. 

DEUXIÈME PARTIE - PLANS MULTIPLES 

Comme on sait, on appelle «plan multiple» une fonction algé­
brique de deux variables 

(6) z = z(x, y) 
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définie implicitement par une équation algébrique 

(7) F(x, y, z) ~ O. 

Dans la suite, nous supposerons que les déterminations de la 
fonction (6) sont plus de deux et que l'équation (7) est irréductible. 

Il est bien connu que, en correspondance à l'équation (7), 
on peut coll'truire une courbe 

(8) <P(x, y) ~ O 

dont l'équation s'obtient en égalant à zéro le discriminant de 
l'équation (7) considérée comme équation en z. En général, <P se 
décompose et contient des parties doubles : la projection de la 
courbe double de la surface F représentée par (7) et l'intersection 
du pian z = O avec le cone tangent à F au point à l'infini de l'axe 
des z. En supprimant de la courbe <P les parties doubles ayant 
celte origine, il reste une courbe 

(9) rp(x, y) = O 

qui est appelée «courbe de diramation» de la fonction algébrique(6) 
(ou du pian multiple). 

Celte courbe a certains caractères pliickériens bien connus, 
mais toutefois le fait de posséder ces caractères ne suffit pas pour 
qu'une courbe soit la courbe de diramation d'un pian multiple. 
Il reste donc à résoudre le probIème de caractériser la courbe rp 
au moyen de propriétés qui soient suffisantes pour affirmer qu'elle 
est courbe de diramation d'un pian multiple. 

Par exemple, on sait que si la surface F est une surface du 
troisième ordre sans singularités et en position générique par 
rapport aux axes de coordonnées rp est une courbe du sixième 
ordre ayant six cuspides. La propriété caractéristique pour qu'elle 
soit courbe de diramation pour un pIan multiple est que les six 
cuspides appartiennent à une meme conique ou bien qu'iis forment 
un groupe équivalent (au sens de la théorie des séries linéaires de 
groupes de points sur une courbe) à un groupe de points découpés 
sur rp par une droite. 

Dans ce type de problèmes également, il est possible de distin­
guer des méthodes variées de résolution : il existe des méthodes 
de type algébrique et des méthodes de type topologique. 

Les méthodes de type algébrique ont eu pour point de départ 
substantiel1ement un travail fondamental de B. SEGRE [10,2] qui a 
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caractérisé les courbes de diramation des plans multiples qui sont 
appelés «généraux» c'est-à-dire ceux que l'on obtient quand la 
surface F est privée de singularités et est en position générique par 
rapport aux axes de coordonnées et par suite en particulier ne 
passe pas par le point à l'infini de l'axe des z. 

Dans ce cas, la courbe 'P est la projection d'une courbe de 
l'espace Cf* qui est l'intersection compléte de deux surfaces : la 
surface F et la polaire du point à l'infini de l'axe des =par rapport 
à F. Vice-versa la courbe 'P est caractérisée par la possession de 
certains caractéres pliickériens et par le fait que ses points singuliers 
se trouvent sur une certaine courbe déterminée, covariante de la 
courbe ,p. Ceci s'obtient sur la base d'un théoréme elassique de 
Halphen qui permet de garantir que la co urbe Cf est la projection 
d'une courbe 1'* de l'espace, intersection compléte de deux sur­
faces, l'une d'ordre n, l'autre d'ordre n - l. 

Une analyse ultérieure du systéme des surfaces passant par 
la co urbe cp* permet ensuite de conelure que parmi celles-ci, il 
en est une d'ordre n et une d'ordre n - I qui est la polaire du point 
à l'infini de l'axe des z par rapport à la précédente. 

Une série de travaux importants sur la généralisation du 
théoréme de Halphen en question ont permis à TIBILETTI et à 
MARCHIONNA d'étendre la méthode, sur laquelle nous venons de 
donner quelques indications, à la caractérisation de courbes T 

qui sont de diramation pour des plans multiples qui rentrent 
dans ce que l'on appelle habituellement le «cas simple ». On 
dit que F vérifie le «cas simple» si elle est une surface d'ordre 
n + r et a comme seule singularité un point de multiplicité r au 
point à l'infini sur l'axe des z, le cone tangent en ce point étant 
privé de parties doubles. 

L'élaboration de ces résultats par cette voie a réelamé un 
délicat travail d'analyse. 

Dans le cas où la fonction algébrique (6) a seulement trois 
déterminations (plans triples), il est possible de construire direc­
tement l'équation (7) à partir de la courbe 'P qui est caractérisée 
par la possession de certains cuspides qui satisfont à certaines 
relations d'équivalence [J .12]. Dans cet ordre d'idées il a été égale­
ment possible d'obtenir quelques résultats dans un champ un peu 
plus vaste, qui regarde des plans triples n'appartenant pas toujours 
au «cas simple». 
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Rappelons entin que dans le cas des plans triples et quadruples 
il a été possible de construire directement, à partir de la courbe rp 
des systèmes de courbes pluritangentes à celte courbe. De telles 
courbes représentent les projections des sections planes de la 
surface F et la courbe q; est caractérisée comme leur enveloppe 
[8.12 et 2.9]. 

Il apparait toutefois fort difficile de poursuivre par celte voie 
de la construction directe, comme cela résulte de quelques cas de 
caractérisation qui intéressent des cas ne rentrant pas dans le 
«cas simple ». 

Dans cet ordre de problèmes on peut également utiliser des 
méthodes topologiques, dont l'origine remonte à un travail fonda­
mental d'ENRIQuEs [3.1] dans laquelle la courbe q; est caractérisée 
comme courbe de diramation à travers les propriétés du «groupe 
fondamenta!» du continu quadridimentionel ouvert que l'on 
obtient de la riemannienne du pIan projectif duquel ont été tirés 
les points appartenant à la riemannienne de la courbe [12.1]. 

Mais également d'un autre point de vue l'instrument topolo­
gique s'est révélé de grande importance dans cet ordre de questions 
et précisément dans la démonstration du théorème appelé «théo­
rème d'unicité birationnelle» des plans multiples. Ce théorème 
affirme que chaque fonction algébrique 

C~ C(x, y) 

qui a le meme nombre de détermination que la fonction (6) et la 
meme courbe de diramation rp avec les memes singularités essen­
tielles (') peut etre obtenue de (6) par une transformation bira­
tionnelle qui laisse tixe chaque droite de la gerbe ayant pour centre 
le point à l'infìni sur l'axe des z. 

La démonstration de ce théorème a été donnée par CHISINI [1.9] 
sous l'hypothèse restrictive que la courbe rp peut dégénérer en une 
courbe ;p composée de parties doubles de telle sorte que les singu­
larités de rp tendent vers les points d'intersection des parties dou­
bles constituant ;p. Et il a été possible de s'affranchir de ces hypo­
thèses au moins dans le cas des plans triples [5.3] et d'obtenir le 

(1) Rappelons qu'un point singulier de la coucbe est dit «essentieb> à 
la courbe (eo tant que courbe de diramation) si, en le supprimant, la coucbe 
G que ]'00 obtient n'est plus courbe de diramation pour un pIan multiple 
ayant le méme nombre de déterminations parce qu'elle ne satisfait plus aux 
«conditions d'invariance>, d'Enriques. 
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résultat sans supposer des variations déterminées de la courbe de 
diramation. 

L'importance de ce théorème réside dans le fait qu'il peut 
servir de base à la caractérisation de la variété de diramation des 
espaces linéaires multiples et des variétés multiples non linéaires. 

TROISIÈME PARTIE - ESPACES MULTIPLES ET VARIÉTÉS MULTIPLES 

NON LINÉAIRES 

D'une manière tout-à-fait analogue à celle que nous avons 
employée pour définir le pIan multiple, il est possible de définir 
un espaee Sr multiple (avee r > 2) comme fonetion algébrique 

(IO) z = Z(Xl, X2, ... , xr) 

définie par une équation algébrique 

(Il) F(xI, X2, ... , Xr, z) = O. 

Ici aussi ce qui est intéressant est le eas où la fonetion (IO) 
a plus de deux déterminations, l'équation (11) étant irréduetible. 

On a dans ce eas hypersurface de diramation 

tP(XI, x" ... , Xr) ~ O 

et la caractérisation de rp peut etre ramenée dans des eas vanes 
à celle d'une eourbe de diramation d'un pIan multiple, sur la 
base du théorème d'unicité birationnelle dont nous avons fait 
mentìon. 

Il est possible d'étendre aussi à la earactérisation des hyper­
surfaces de diramation des Sr multiples les méthodes algébriques 
dont nous avolls parlé, comme l'a fait MARCHIONNA dans une série 
d'importants travaux sur l'argument [6]. 

Il a ensuite traité le problème de la caraetérisation des variétés 
de diramation des variétés multiples, c'est-à-dire des fonetions 
aIgébriques à plusieurs valeurs d'un point P qui appartient non à 
un espaee linéaire, mais à une variété aIgébrique. 

Le théorème d'existence général a été dOlmé dans ce eas par 
SEVERI [11.1]. MARCHIDNNA a appliqué les méthodes aIgébriques et 
topologiques à ees difficiles questions, réussissant à earaetériser de 
vastes classes de variétés de diramation et à démontrer les théo­
rèmes correspondants d'unicité birationnelle. 
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